Drgania mechaniczne




UkYady drzajace moZna podzielié ne dwle grupy: uklady clagle 1 ukla-
dy dyskretne. PodziaX ten me charskter matematyczny 1 uwzglgdnia meto=-
dvke badaf. “ ‘

ktad dyskretny moine zdefiniowalé Jeko ukiad, ktdrego ruch jest opl-
geny réwnanlami rdénicekowymi swyezajnyml o skohiczonej liecsbie nlewla=-
domych funkeijl jedns) zmiennej, np. czasu. Mimo, %Ze tego rodzsju ukla=-
dv sg nierealne i nie wystepujs w rzeczywistoSol, to Jednak dla celdw
prakiyeznyeh wiele ukIaddw fizyceznych moina modelowad uk¥adaml dyskret-

nyml.



Wiadomosci wstepne uklad dyskretny

my + ky = 0,




Wiadomosci wstepne

(Ymax = Yinia) y(t) = yEt 7 T) W= 2% =2nf,

i =

B3]

Ruch harmoniczny YA

y(t) = Acoswt + Bsinwt = acos(wt + ) ,

- -B
ﬂ"_-m_:, tg(ﬂ]‘:T, /yﬂ \ aI ;
A=acosyg, B = —asinyyg . ™7 »




1) do ukladdw nielinicwych nis :tmd- sie zepada superposyeji skut-
kéw, szercke wykorgystyweana w. teorii uktadéw liniowych,

2) w uktadach nieliniowych emplitudy drgad saless od ozgatodci wias-
nej, w swigskn z iym nle ma oetrego resonansu, to gnaczy drgania okre-
BOWE 88 SEWSTEe O sknﬁunnnaj mplitudnh, m&t ;!nrhlt pmninim tia-
mienie,

3) w ukkadach nlilinimnh oprdos regonensa pnd.utmmgnr {jak w U=
k¥sdach liniowych) mogs wystsgpié rezonanse kombinowane: subharmonicszne,
ultraharmoniczne lub subultresharmoniczne, '

4) % réwnah ruchu ukadu nieliniowego moine otrsymaé rorwlgzsnle
ckresows o tym semym okresie, dla te] ssmej cmgstosSocl, s o réényech
amplitudach,

5) statecznofé ukleddw liniowych nie zaleiy od warunkdéw poozgtko=
wych, natomiest w ukadach nieliniowych jedne rozwiggenis mogg dgiyé
do nieskofozonodel, imne mogq byé okresowe, m Jeszoze inne - dggéyé do
zZara, \

6) w rzeczywistych ukZedach linicwych zewsze wysigpuje jedno polo-
tenie réwnowagl, netomisst w uk¥adsch nieliniowych porofer réwnowagi
moie byl dowolne 1losé 1 mogg byé rdinie rozloiona.



drganlowe

1. Zaktbdoenia prawi dzowohal ,dnln e
niaea masggyn. Fedmlerns drgania moga spowodowaé wadliws, & na-
wat niebezpisosng prace maszyn 1 urzadzeri. Jako prezykiady moZna wymiee
nié wiele maszyn roboczych: suwnioce, furewle montatowe 1 budowlane.
Drgania liny i wysiggniks mogs powodowad niepofadane ruchy elementu
montowsnego, utrudnisjge Jego dopasowsnie oraz preediudajge csas mon-
tatu. Drgenis liny = kadzia odlewniczs mogg doprowadzid do nisesbeszpiecz-
nych wehad, ktdére moga spowodowaé wylanle sle z kedzl plynnel astali i
staé si¢ zegrogeniem gycia dla obstugl. Podobne sjawiska drged moga
wyetgpié prey wyoclisgach kopalnlenych, utrudniajge szybkie zatrsymanie
gl¢ na odpowlednim poziomie. W obrabiarkach drgenis utrudniajsg otrzy-~
manie odpowlednie] gadkofsi. Drganis elementéw mechanizmdéw mogg spo=-
wodowsaé gakleszczenie sie lub niepoprawne dzistanie. Drgania ag przy-

¢zyns rozxgogania sle elementdw £Xaczonych, na przyklad gwintowanych,
sacliskowych itp. :




Szkodliwe ZJaw1ska drganlowe

2. Zmniejeseenie trwaztofaeol maszyn i
uregdzenr DIrganis sy powodem powatawania zmiennych neproten
w elemEntacﬁ maszyn. Doprowedzajs one do ‘gnlszezed o charskterze zmg-
czeniowym. Zniezczeniom takim ulegaja przede wezystkim elementy majgee
ksztalt uzatwinjaoy kﬂnﬁantraﬁjﬁ'naprﬂtaﬁ. Spotyke si¢ nn preykiad
zniszozenie smeczeniowe badgce skutklem drged waldw maﬁzynﬂﬂjﬂh@ Topa=-
tek turbin itp. W szezegdlnoscl aspoiyke eig niszesenie slementéw, ktdre
T samego przeznaczenia gq poddene diganiom, np. resordw. Drgenia mogg
wpiywad pofrednic na ssybsze zutyoie elementdw, osiadsnie fundamentdw
i podpdr msszyn, oo wﬁpﬂéradnim gkutku doprowadzs do niekorzyatnych

rﬂaklndﬁw:uhaiqﬂaﬁ,.mugqnynh'wrwulaﬁ uszkodzenies lub zniszezenie slbo
emniejsazenis trwaloscl.



Szkodliwe ZJaw1ska drganiowe

3. 8zkodlilwy wop 1_5 w drged ne orgeaniszn

cztowieka. Drgenis meszyn majg szkodliwy wpiyw na organizm
eztowleka. Wystepulg one w szezegdlnofol w pojazdach, semolotach, od-
dzlaiywulgqc poprzez elementy konstrukeji na zatoge i pesaterdw. Szkod~
liwa dla ludzi (choroba morska) sg takfe drganis o niskich czestotlie
wofciach, wywolene kolysaniem sie okretdw. Podobne drgenis mogs powsta-
wad w masgynach roboczych, drgaenis kebin operatordw walecarek, Zurawi
itp. Drgania budowli wywolane pracg urzgdzedl mogg takie oddzialywad
azgkodliwle na ludzl pracujgcych w danej budowll. !

Osobnym zlofonym problemem eg drgenis urzgdzed udarowych miotkdw,
wiertarek udarowych, miotkdw pnaumatrﬂangﬂh.itp. szkodliwie oddzisly-~

wujgeych ne obaiuge.



4. Ha t a 8. Drgenie wywolujs hatas. Zrédiem hatesu sg zardwno
drgania gezdw jak 1 elementdw mechanlcznych. Istnieje wiele meszyn,
urzadzend 1 polezddw, kidre poprsez drganis wywolujs hatasy szkodliwe
dle zdrowla ludzklege lub nieprzyjemne dla obatugl meazyn oraz dla oto-
czenla. Wysterczy wymlenié niektdre & nich, Jek atecje pomp i sprete-
rek, otacje dmuchew na hutach, hale montazowe 1tp.



zeczywlstych

Przeprowadzajac snallze teoretycszng Jaklegokolwiek rzeczywistego
uktadu fizyosnego lub technicznego zewsze musimy go idealizowad, pomi=-
jajac szereg mnle] wainych ﬂmgnrzedngnli jego wiadciwosci. Pray usta=-
laniu matematyoznego modelu, oplsujgcego procesy zachodzgce w rozZpo=-
trywanym uktadzie rzeczywistym, nale2y zawsze wydslellé podstawowe pe-
rametry, ktdre w denym przypadku mejg decydujgee zneczenie, 1 = ocmy=-
widcie = nle nalezy uwzgledniad szeregu poboecznych parsmetrdw, kidre
= regury bardzo komplilmjg rvewaifeny problem, chocled nle majg istot=-
nego zneczenia. Dlatero rzeczywisty uklaed jeat zwykle zastepowany pray
anelizie teoretycsne] pewnym ukiadem wyidealizowanym, swanym u k I &-
dem 2astepesym



Idealizacja ukiadow rzeczywistych

W preypadiu drgsf mechenioznych uklad zaatgpory skXada aie 2 punkidw
materialnych 1 bryt nieodksztatconych, obarczonych pewnymi wigzemi sztyw-
nyni i odksziasXcalnymi, ktdrych mase pomlijamy, moZe takie zswierad od~
ksztaZealne elemeniy o c¢lggiym rozkiedzie mesy. Zasadnicze upruasu:nnia,
ktérych dokonujemy przechodzgc od rzeczywistego do zastgpesego ukiadu
mechenicznego, dotyozg: liczby stopni gwobody, zaletnodcl sit epreiys-
tych od odksziaXoer, charekteru el oporu oraz innych si} niezachowaw=
ozgych, a takie sposobu dzimtanie oboiagZerd zewnetrznych.

Zbudowanie ukradu zastepesego w konkretnym przypediku jakiejs konstruk-
cji wymage dok¥adneégo ganalisowanis charskteru obeigtesn odksztaXoedi orae
git wewngtrenych, dzialajgoych w rogwefenym ukiasdzie, a rdwnoczesnie
gruntowne] znajomodel teordil drgan. Dletego wakazdwki dotyczgoe prawle
diowegoe wyboru ukiaddéw zaestepcsych wynikals z: dslezego toku wykitadn
teoril drged thumionyech, ktdry podanc w tej pracy.



Idealizacja uktadéw rzeczywistych

1) uklsdemi dyskretnymi o skoriczonej liczbie stopni swobody lub oige-
¥ymi o nieskodiczone] liczbie stopni awobody,

2) ukiadami liniowymi lub nlelinlowymi w zeleinodel od tego, czy 85
oplasne liniowynl ozy nieliniowymi réwnaniami rdinlozkowymi.



tlumienie

Charakterystyki spreiyste i tlumienia, wystepujsce w maazynach i kon=-
strukcjach, 84 ¢ reguly nieliniowe. Ns ich nleliniowofé majg wWpiyw na=
gtepulgee ozynniki:

1}.t5" ogynniki typu "neturalnego™, wynikajgce 2z konatrukejl i
przezneczenis messyn, Jak: tercie suche, taroie konstrukeyjne itp.,

i

2) tegw. czynniki "programowa", wystepujgce ne slmtek odpowledniego
doboru spretyn, stosowanla luzdw oraz stoaowania nieliniowych emorty=-
zatordw 1 tIumikdw.



tlumlenle

Wiekszodé nieliniowodol, spotykenych w uktadach drgajscych, pocho-
dzi od tiumienis 1 8iX spresystych. W wielu uktadach rzeczywlatych tiu-
mienie jest ziofone i pochodszi od taroia suchego, tarcia wiskotycznego,
wevnetrenego 1 konstrukeyjnege. C2iony spreiyste wykazujg réwniez zmien-
nodé wapbresynnika spresystodel w saleinodcl od odkaztelced. Wazystkie
spresyny s4 do pewnego stopnlas nieliniowe, Oznacze to, 2e przy duzych
odksztateenisch sita spretystodel wystepujgca w sprezynie nle jest
wproat proporcjonalna do odksztalcenia.

Ogreniczajgc ale do malych ugief elementdw spretystych pomija aie
nieliniowodol, preyjmujgc charskterystyke spreiystg jako liniowg. Ha=-
tomigat przy duiych ugieciech w praktyce zastepule alg charakteryatyke
nieliniows zlinearyzowansg charakteryatyksg o srednim (zastepozym) wapdi=-

oczynniku spresystodcl.



arakterysty

tlumienie

¥ preypadku ukreddw spreiystych z tworsyw sstucznyeh lub ukieddw,
w ktérych wystepuis luzy, nie mosna pominaé nieliniowodci, poniewas
prowadzi to do pu;aﬁnaruh breddw. W wielu prezypadkach moine sacbserwo-
waé wpiyw nieliniowodel spresyn ne zachowanie sie ukedu. Prazykisdy
charakterystyk spresystych i charskterystyk trumienie orsz ich sneli-
tyczny ﬂp?l.a pokazano w tablicach 1.1 1/1.2.



Charakterystyki spretyste

Ti zyst Postac charaktaryst | Anolityczny opis .
Lp - :fmmw spretyste) chargkteryslyki
{ {0
k P d_ {{x] = kx
k = tget
k.
2 fx) = kx"




flix)ek(x+Ay) pray x<-A, |
f{x}-ﬂ prey-R. &g,
ek ch) pray =2

; !f{’::} =kex+F, pray x>0

fO<) =kx-F,  pray x<o
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Trudnodci w badaniu drgesd ukiadéw mechanicznych w znaczne] mierze
galezq od liczby atopnl swobody. Licszbg astopni swobody ukledu mecha=-
niocznego nazgywany liczbe niezaleinych wapdirzednych, jednoznecznie
ckreglajgeyoch potofaenie wasystkich punktdw materdislnyeh ukadu. W ukia-
dach mechanicznych, w sgozegdlnodci w zegadnieniach drganiowych, poto-
tenia punktdw ukladu zmienisjg sie & uptywem czasu, czyli wapdoirzedne
te =g funkcjami czesu.



Dewolny ukad mechaniczny posiadae nieskoriczenie wiele punktdw mate=
rialnych, a w swigzlu = tym nieskolfiezona licsbs stopni swobedy. FPray
rozwigzywaniu segadnied prektyecenych w;g_ndn:l.e jest posiugiwad sie u-
proszczonymi uktadeami, ktére charskteryzulsg sie skodczong liozbg =top-
ni swobody. W takich uprossczonych uk¥sdach obliczeniowych niektdre
elementy (najliejsze) przyjouje si¢ Jako bezmeaowe odksztatcalne wig-
2y, elementy, ktdrym przypisujemy masze, przyjmujemy jako punkty mete-
rialne lub bryly sztywne.



k Brt)

x(t)=P(t)/k

Takie prezedetewienie zagndnienis nie jeat dynamicezne, choclaf gnale=-
gions przemissgesenie jeat funkejg czasu. Dynamiks proceséw w rzeciy=-
wistych ukadach mechanicznych Jjest zwigzans z wlasnodcls bezwladnodcl
w tej lub inne) poataci, co musi byé ulete w modelu obliczeniowym.



Ukitad o jednym stopniu swobody
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Réwnanie rozniczkowe ruchu drgajacego

P+S3S=amX gdzie 5 = =kX oy

'.‘:'-l-tI-P{t}



Uklady o jednym stopniu swobody
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Ugiecie statyczne P‘“‘ = -";_9
Wychylenie z potozeni a rownowagi

% %
Vg y]

vy

) o mgl B=—m3;
) —mi+mg—k + =0,
R6wnanie réwnowagi: ¥+ mg - k(ya +v)

m§ + ky =0,

lub k

i+ oly = 0, Czesto$¢ drgan wlasnych o = /-



ﬂ e C‘gy =0, ma rOZWinanie v % e"r‘ 't 4 a—toot

n = 2 = C0s apl,
it _ p—iatt
Y2 = = sin opt.
2
Rozwigzanie ogolne przyjmuje postac y E‘ A cos agt + B sin agt,

a=VIOTE, tgf=

|

lub ¥y =acos(agt —B), gdzie

Okresdrgan T = 3:'_"__
Og



Dla uktadu przedstawionego na rys.
okresli¢ czestos¢ matych drgan wlasnych
wokot pionowego potozenia rownowagi.

Przyjac, ze pret jest sztywny i bez masowy.

Przedstawic¢ wykresinie ruch harmoniczny
przy warunkach poczatkowych

k=2000N/m, 1=05m, m =20 kg.

VA



przyktad

olto) = do, ¢(ts) = d1. k=2000N/ m, 1 =0.5m, m =20 kg.

B = -2klp + 2Imgy,
gdzie masowy moment bezwladnosci
B = m(21)? = dmi’.
Wobec tego otrzymujemy

. 2kI?* — 2mgl
AT
i czesto&¢ drgan wlasnych wynosi )|

17k g\ _ rad
W—JE (;_T)__BM s

'P=01

VA



Ukiad o dwoch stopniach swobody

xy, = xy(%), X, = :2{.1:}




Ukiad o trzech stopniach swobody




Schematy ukiadow 1 1ich modele

Schematy ukiadéw mechanicsnyez i ich models dyskretne
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Schematy ukiadow 1 1ich modele
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Schematy ukiadow 1 1ich modele
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Modele dyskretne




Modele dyskretne




1. Drgania swobodne — pojawiaja sie tylko w ukladach autonomicznych. Zacho-
dza one bez udzialu zewnetrznego Zrédia energii i zewnetrznego wymuszenia
i generowane sa poprzez warunki poczatkowe.

2. Drgania wymuszone — zachodza w ukladach nieautonomicznych ze zmiennym
w czasie wymuszeniem zewnetrznym.

3. Drgania parametryczne — zachodza tylko w uktadach niestacjonarnych i sa
wynikiem zmian w czasie parametréw ukladu

4. Drgania samowzbudne — doplyw energii do ukladu drgajacego jest regulo-
wany poprzez drgania i pochodzi od ukladu niedrgajacego. Pojawiaja sie
one w ukladach niezachowawczych.



1. Drgania okresowe — charakteryzuja si¢ dokladna powtarzalnoscia ruchu i s
najczesciej spotykane i najbardziej zbadane. Mogg wystepowaé w liniowych
i nieliniowych ukladach, w ukladach stacjonarnych i niestacjonarnych, w
ukladach niezachowawczych (samowzbudnych) i w ukltadach nieautonomicz-
nych.

2. Drgania quasi-okresowe — charakteryzuja si¢c prawie powtarzalnoscia i ich po-
jawienie sie zwiazane jest z istnieniem co najmniej dwéch niewspéhmiernych
czestoéci. Najczesciej spotykane sa w ukladach nieautonomicznych, lub au-
tonomicznych o co najmniej dwéch stopniach swobody zaréwno w uktadach
liniowych jak i nieliniowych.

. Drgania chaotyczne — charakteryzuja sie nieregularnoscia i niepowtarzalno-
cia ruchu. Pojawiaja sie juz w ukladach nieliniowych nieautonomicznych
o jednym stopniu swobody lub w ulkladach autonomicznych nieliniowych
opisanych przez co najmniej ukiad trzech réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu.



Przyktad wahadio sferyczne

Wspotrzedne uogoélnione to i .

T = Sml@g) +(Wsing)’).
V = mgl(l —cosyp).
d (8T 8L
e e ak Rl 1 =12,...,n,
dt (&ij) dg; o 9=t "
T aT ;
— =ml?y, — = mil*sin® oy ,
85 @ % Py
%—E=nﬂzﬁzsinpmtp—*mg!aimp, %:0,

1., .
P+ %sinw—-i¢zmn2¢=l],

Ysinlp=0C,

mi*p 4+ mglsiny — %mi’ﬁrz sin2p =0,
mi?gin? lpt,‘} =¥,



