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11.3. Oscylator nieliniowy Duffinga

Dotychczas pokazane metody rozwigzywania dotyczyly liniowych réw-
nan rozniczkowych. W niniejszym punkcie pokazemy przykitad poszuki-
wania rozwiazania nieliniowego réwnania rézniczkowego rzedu drugiego.

Przedmiotem zainteresowania jest nieliniowe réwnanie Duffinga?, opisujace
ruch nieliniowego oscylatora (rys. 11.6). W oryginalnej pracy Duffinga [13]
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Rys. 11.6. Oryginalny uklad rozwazany w pracy G. Duffinga [13]

rownanie rézniczkowe opisujace ruch uktadu z rys. 11.6 ma postac:
i+ nx — 02 — xr® = ksin(wt), (11.17)

gdzie: n —%cgs(\lfo)+§(f1+f2+f3)»
0 fi%sin(\lio),

X fﬁ?%cos(\lio),
K —CjLa,

J — moment bezwladnosci masy m,
gS — moment statyczny wahadla.
Zwr6émy uwage, ze w réwnaniu (11.17) nie pojawia sie czlon opisujacy
tlumienie, tak charakterystyczny dla uogélnionego réwnania Duffinga, spo-
tykanego najczesciej w literaturze:

i+ ek + x + cax® = eF cos(0t). (11.18)

4 Georg Duffing (1861-1944) — niemiecki inzynier i wynalazca. Zajmowal si¢ bada-
niem drgan i rezonansu. Sformulowal nieliniowe réwnanie rézniczkowe nazwane pézniej
jego nazwiskiem.
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Roéwnania (11.17) i (11.18) sa przykladami chaotycznego oscylatora nie-
liniowego. Chaotyczno$¢ jego ruchu polega na tym, Ze niewielka zmiana
parametréw ukladu powoduje znaczace zmiany w jego rozwiazaniu. Druga
cecha wyrdzniajaca to réwnanie jest jego zte uwarunkowanie, co oznacza, ze
uzycie dwu réznych metod obliczeniowych prowadzi do odmiennych rezulta-
téw. Rozwigzanie rownan (11.17) i (11.18) bezposrednio z wykorzystaniem
polecen ode2(), cotrib_ode() jest skazane na niepowodzenie.

11.3.1. Podejscie numeryczne

W niniejszym punkcie skupimy si¢ na rozwiazaniu numerycznym réw-
nania (11.17). Jesli wprowadzimy oznaczenia:

rr = T,
dl’l
= — 11.1
2 dt ) ( 9)

to réwnanie (11.17) mozemy zapisa¢ w postaci:

d (x| 7
dt < T2 ) B < —nz1 + 03 + xx} — Ksin(wt) ) ‘ (11.20)

Skrypt w Maximie rozwiazujacy réwnanie (11.17) ma postac:

(%hi1) kill(all)$ reset()$

(%16) %theta:0.1$ %chi:-0.25% kappa:2.5$% %eta:-1$ Jomega:2$;

(%i7) rownanie: [x2,-Y%eta*xl+)theta*xl 2+)chi*x1"3+
Jkappa*sin(%omegaxt)];

(%i8) zmienne: [x1,x2]$

(%1i11) wart_pocz: [%pi/2,0]$ iteracje:20$podzial:31$

(%112) zakres_parametr: [t,0,iteracjex’pi,%pi/podziall$

(%113) sol:rk(rownanie,zmienne,wart_pocz,zakres_parametr)$

(%i14) sol_faza:makelist([second(sol[i]),third(sol[il)],i,1,
length(sol))$

(%115) sol_x:makelist([first(sol[i]),second(sol([i]l)],i,1,
length(sol))$

(%i16) sol_xdot:makelist([first(sol[i]),third(sol[il)],i,1,
length(sol))$

(%117) plot2d([discrete,sol_fazal)$

(%118) plot2d([[discrete,sol_x], [discrete,sol_xdot]],
[legend,"x(t)","x’ (£)"1)$
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W skrypcie przyjeto, nieco arbitralnie, ze § = 0.1, y = —=0.25, n =1, k = 1,
w = 1. Na rysunku 11.7 pokazano portret fazowy oraz przebiegi czasowe
x(t) 1 x(t).
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Rys. 11.7. Portret fazowy réwnania Duffinga (a) oraz przebiegi czasowe z(t)

P (1) (b)

Ciekawym sposobem pokazania chaotycznego charakteru rozwigzan row-
nania Duffinga sa przekroje Poincaré®. Idea polega na wykonaniu przecie¢
przestrzeni fazowej f(z,x,t) w réwnych odstepach czasu T i rzutowaniu

® Henry Poincaré (1854-1912) — matematyk, fizyk, astronom, przyrodnik, filozof.
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punktéw na plaszczyzne fazowa (z,%). W przypadku ukladéw chaotycz-
nych uzyskany diagram jest bardzo zlozony i ma strukture fraktalna (rys.
11.8). Jesli do réwnania (11.17) wprowadzi¢ czlon oznaczajacy tlumienie
0%, przyjmie ono postaé zblizona do réwnania (11.18):

&+ 0d + nz — 0% — xa® = ksin(wt). (11.21)

W skrypcie wyznaczajacym przekrdj Poincaré przyjeto, ze d = 0.1, do kre-
Slenia atraktora wykorzystano polecenie wxdraw2d (). Zmiany parametrow
w obu potaczonych ze soba skryptach pozwalaja na symulacje zachowania
si¢ réwnania (11.21) dla réznych wartosci parametréow.

(%1i19) %delta:0.1$
(%i21) iteracje:4000$ podzial:31$
(%122) zakres_parametr: [t,0,iteracjex’pi,%pi/podziall$
(%i23) rownaniel: [x2,-%delta*x2-Yeta*xl+),theta*xl 2+%chi*x1"3+
%kappa*sin(%omega*xt)]$
(%i24) atraktor:rk(rownaniel,zmienne,wart_pocz,zakres_parametr)$
(%i25) atrakl0:create_list(atraktor[i],i,
makelist(i*podzial,i,1,iteracje))$
(%126) punktyatrak10:map(lambda([x],rest(x)),
makelist(atrak10[i],i,1,iteracje))$
(%127) draw2d(point_size=0.3,point_type=circle,
xrange=[-4,4] ,yrange=[-7,4] ,xtics=1,ytics=1,color=blue,
points(punktyatrak10),grid=true)$

11.3.2. Podejscie analityczne — wspomagane Maxima

Symulacje komputerowe, mozliwe do przeprowadzenia z wykorzysta-
niem skryptu pokazanego w poprzednim punkcie, pozostawiaja jednak pe-
wien niedosyt — uzyskane rozwiazania sa (tylko?!) numeryczne. W literatu-
rze [14] mozna odnalezé rozwiazania analityczne réwnania:

i 4 dek + x + cax® = eF cos(), (11.22)

Niezaleznie od Einsteina stworzyl matematyczne podstawy szczegdlnej teorii wzglednodci.
Tworca wielu znaczacych prac z matematyki, filozofii, fizyki.
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Rys. 11.8. Przekrdj Poincaré dla réwnania (11.17)

gdzie: &+ x — czton odpowiadajacy za drgania niettumione,
ekt — male tlumienie,
cax — mala nieliniowos$¢,

eF cos(2t) — male wymuszenie harmoniczne,
Q) =1+ ew — czestotliwosé wymuszenia,
w — parametr dostrojenia.

Pojawiajace sie w réwnaniu (11.22) parametry k, a, F, w to odpowied-
nio: thumienie, nieliniowo$¢, amplituda wymuszenia, parametr dostrojenia.
Zakltada sie, ze k, F' > 0 oraz a,w naleza do zbioru liczb rzeczywistych.
Przyjeto rowniez, ze ¢ jest mala stala wieksza od zera. Zaktadamy, ze roz-
wiazanie réwnania (11.22) ma postaé:

x = Acos(f)+ eBcos(30). (11.23)

Podstawiajac 6 = Qt — ¢ i rozniczkujac dwukrotnie, a nastepnie podsta-
wiajac Ut — ¢ = 0, otrzymujemy:

i = —QAsinf — 3QcB sin 30, (11.24)
Q%A cos § — 99%eB cos 36. (11.25)

Odpowiedni fragment kodu w Maximie ma postac:

(%i1) kill(all)$ restet()$

(%13) x:Axcos(itheta)+),epsilon*Bxcos(3*)theta);
(%14) xdotl:diff (subst(%0mega*t-Yphi,%theta,x),t);
(%15) xdot:subst(/%theta,%0mega*t-Jphi,xdotl);
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(%i6) xddotl:diff (xdotl,t);
(%17) xddot:subst () theta,’0mega*t-%phi,xddotl);

W wyrazeniu odpowiadajacym za site wymuszajaca P = € F cos(Qt) podsta-
wiamy Qt = 6+¢. Po przeksztalceniach otrzymujemy: P = e F'(cos(¢) cos(0)—
sin(¢) sin(#)).

(%18) P:%epsilon*F*cos(},0mega*xt)$
(%19) P:subst(/theta+)phi,%0mega*t,P)$
(%110) P:trigexpand(P);

(%010)

eF(cos(¢) cos(0) — sin(¢) sin(6)) (11.26)

W przyjetym sposobie rozwigzywania zakltada sig¢, ze wyrazenie & + = od-
powiedzialne za drgania nietlumione ma postac:

(%111) eqla:ratsimp(xddot+x);
(holl)
(e — 920%) cos(30) B + (1 — Q2) cos(h) A. (11.27)

Podstawiajac w uzyskanym wyrazeniu Q2 = 1 + 2ew + £2w?, otrzymujemy

wyrazenie & + x w postaci:

(%112) eqla:subst(1+2x%omegax*’,epsilon+jepsilon”2*%omega”2,
%0mega,eqla);

(%012)

(—85 — 362w — Hde3w? — 36w — 955w4> cos (30) B (11.28)

+ (—45w — 6%w? — 463w — €4w4) cos () A.

Zaniedbujac dalej wielkoci male typu €2 i mniejsze, otrzymujemy ostatecz-
nie formutle okreslajaca wyrazenie & + x:

(%113) eql: (-8x%epsilon)*cos(3*)theta)*B
+(-4xY,epsilon*Yomega) *cos (%theta) *A
(%013)
—8¢ cos(30) B — 4ew cos(0) A. (11.29)

W podobny sposéb uproécimy wyrazenia ek oraz eax?, usuwajac harmo-

niczne wyzszych rzedéw. W pierwszym wyrazeniu podstawiamy €2 = 1+cw
i pomijamy e2w. W drugim wyrazeniu zaniedbujemy & cos(30)B jako wiel-
ko$¢ bliska zeru oraz podstawiamy (cos(8))? = (1/4)cos(36) + (3/4) cos(0).
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(%114) eq2:-Y%epsilon*sin(theta)*k*A;

Dla eki mamy:
—kesin(0) A,

(%115)eq31:%epsilon*jalphax((A*cos (htheta)) “2+(A*cos (%theta)) "3);
eq32:subst ((1/4) *cos (3*)theta) +(3/4) *cos (/theta),
cos (/theta) "3,eq31);
eq3:subst ((1/2)*cos (2*)theta)+1/2,cos (%theta) "2,eq32) ;

zaé dla eax® mamy:

ae(((3cos(h))/4 + cos(30)/4) A3 + (1/2 + cos(260)/2) A?).
W tym miejscu mozemy przystapi¢ do budowy réwnania Duffinga (11.22),

podstawiajac uzyskane wyrazenia: & + x — eql, ki — eq2, cax® — eq3
i eF cos(Qt) — P.

(%116) Duffing:eql+eq2+eq3=P;
(hotT)
8= cos(30)B + ac ((cosé%) . ;) A2 4 (cosiSH) n 3coz(9)> A3)
—esin(f)kA — dew cos(0) A = e(cos(¢) cos(f) — sin(¢) sin())F.(11.30)

Pora na najwazniejsza czes¢ omawianej metody:
— dzielimy réwnanie (11.30) stronami przez e,
— poréwnujemy odpowiednie wspélezynniki, przy sin(f), cos(f) i cos(36)
po obu stronach réwnania (11.30)
1. cos(f) = —dwA + 2aA® = F cos(¢),
2. sin(f) — kA = F'sin(¢),
3. cos(30) — —8B + aA3/4 = 0 — zaniedbujemy.
Kolejne polecenia przyblizaja nas do zdefiniowania zaleznosci pomiedzy am-
plituda A a warto$ciami parametru dostrojenia w.

(%118) eqgD1:F*sin(%phi)=k*A;
(%119) eqD2:F*cos(%phi)=A*((3/4)*%alpha*A~2-4x*),omega) ;

Podnosimy oba réwnania stronami do kwadratu, dodajemy do siebie oraz
upraszczamy trygonometrycznie:

(%120) egD:trigsimp(eqD1”2+eqD272);
(%020)

16k2 + 256w?) A? — 96awA* + 9a? A®
16 '

F2 o (11.31)
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Uzyskana zaleznosé jest uwiklana, mozemy jednak dokonaé graficznej ana-
lizy wplywu parametru dostrojenia na amplitude ruchu drgajacego. Za-
16zmy na poczatek, ze wspolczynnik o = 0, co oznacza, ze réwnanie (11.22)
opisuje prosty ruch drgajacy, dodatkowo ustalamy wartosci k =11 F = 1.
Dalej kreslimy charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe, podobnie
postepujemy dla innych wartosci parametru .

(%i21) load(implicit_plot)$

(%i22) k:1$ F:1$ %alpha:0$

(%123) wximplicit_plot (eqD, [%omega, -4, 41, [A, O, 1.5],
[gnuplot_preamble, "set zeroaxis"]);

(%i24) k:1$ F:1$ %alpha:-5$

(%i25) wximplicit_plot (eqD, [lomega, -4, 41, [A, O, 1.5],
[gnuplot_preamble, "set zeroaxis"]);

(%i26) k:1$ F:1$ ‘alpha:5$

(%i27) wximplicit_plot (eqD, [Jomega, -4, 4], [A, O, 1.5],
[gnuplot_preamble, "set zeroaxis"]);

Na rysunkach 11.9 a, b, ¢ pokazano uzyskane charakterystyki amplitudowo-
czestotliwosciowe. Latwo dostrzec ciekawa, wrecz zaskakujaca wlasciwosé
analizowanego réwnania (11.22). W przypadku kiedy o = 0, mamy do czy-
nienia z réwnaniem opisujacym ruch wymuszony ttumiony (11.12). Zmie-
niajac warto$¢ parametru dostrojenia w, opisujacego zgodnosé czestosci wy-
muszenia z czestosciag wlasna ukladu drgajacego, mozna dostrzec, ze dla
pewnej jego warto$ci pojawiaja sie drgania rezonansowe.

Zachowanie ukladu opisanego réwnaniem (11.22) dla niezerowych war-
tosci a jest juz o wiele bardziej zaskakujace. Jesli przyjaé¢ przyktadowo
« = —5, zmiana parametru dostrojenia w polegajaca na jego wzroscie od
-4 do 4 pokazuje, ze w poblizu wartosci w = —1 nastepuje skokowy wzrost
amplitudy drgan do wartosci odpowiadajacej rezonansowi. Dalsze zwiek-
szanie warto$ci parametru w powoduje spadek wartosci amplitudy ruchu
drgajacego. Podobne zjawisko mozemy dostrzec dla o = 5. Zwigkszanie
wartosci parametru dostrojenia w od -4 do 4 powoduje dla w = 1 osiagnie-
cie rezonansu. Jednak juz niewielkie przekroczenie tej wartosci powoduje
skokowy spadek amplitudy drgan.

Pokazane na rys. 11.9 charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe
sa ,przekrojami” wyrazenia (11.31) dla ustalonych wartoéci parametru «.
Wrykreslenie zaleznoéci amplitudy A w funkcji i w wymaga usuniecia z pa-
mieci (%128) ustalonych wartosci, przypisanych zmiennym « i w. Nastep-
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Rys. 11.9. Charakterystki amplitudowo-czestotliwo$ciowe dla roznych
wartosci a, « =0 (a), « = =5 (b), @« =5 (c) oraz wykres f(A,w,a) (d)

nie, po wezytaniu pakietu draw, definiujemy funkcje uwikltang poleceniem
implicit () oraz wykreslamy ja poleceniem draw3d() (rys. 11.9d).

(%128) kill(%alpha,’%omega); load(draw)$
(%i29) k:1;F:1;
(%130) AC:implicit(ev(egD),%omega,-2,2,%alpha,-5,5,A,0,1);
(%131) wxdraw3d(file_name="c:/sciezka do .../nazwa rysunku",
terminal=’eps_color,
x_voxel = 30,
y_voxel = 20,
z_voxel 20,
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enhanced3d = true,
xlabel="omega",
ylabel="alfa",

zlabel="A",

surface_hide = true,
user_preamble="set hidden3d",
color=blue,AC)$



